Frithjahr 08 Themennummer 2 Aufgabe 5 im Bayerischen Staatsexamen

Analysis (vertieftes Lehramt)

Bestimmen Sie eine Potenzreihe f(z) = Y a,2" mit folgenden Eigenschaften (fir
z aus einer Umgebung von 0):

2f"(2) = f(z2) =22+ 2—1
f0)=1,f(0)=1.

Berechnen Sie zunéchst ag und ay aus den Anfangswerten und as und as durch
(formalen) Koeffizientenvergleich. Lesen Sie dann eine Rekursionsformel fiir a,(n >
4) aus der Differentialgleichung ab. Geben Sie schlielich die a, explizit an und
berechnen Sie den Konvergenzradius der Reihe.

Loésungsvorschlag:

Natiirlich ist ap = 1 = a1, da a,, = % ist. Wegen f”(z) = > apio(n+1)(n+2)2"

n=0

liefert die Differentialgleichung

2a972 + 6a32® — ag — a1z — agz® + Z(an+1(n +1)n—a,)" =224+ 2—1,

n=3
also as = 1 und a3 = % Fir n > 4 ist a,, = (ZT_“l;n. Wir zeigen induktiv a,, = (i‘%
firmn>4. Firn=4ist a4y = %ﬁ = % = %éﬁg. Gilt die Formel fiir ein n € Nx,
o n 4 o 4(n+1) _ 4(n+1)
SO_.f01gt An+1 = n(g+1) = (n!)2n7(zn+1) = )t D)E T (D)2 ' '
Fiir den Konvergenzradius benutzen wir die Formel von Euler, da kein Koeffizient
2
verschwindet. Es ist lim —%— = lim 220D0° — iy n(n + 1) = oo, also konver-
n—yoo 4n+l n—oo 4(n+1)(n!) n—00

giert die Potenzreihe fiir alle z € C.

J.F.B.




