Frithjahr 08 Themennummer 2 Aufgabe 3 im Bayerischen Staatsexamen

Analysis (vertieftes Lehramt)

a) Es sei @ > 0. Untersuchen Sie, ob es eine in B1,(0) = {z € C: |z] < 1+ a}
holomorphe Funktion f gibt, fiir die fiir ein festes £ > 0 und fiir alle n € N die

Abschéitzung
n n!
0>
gilt.
b) Es sei f holomorph auf B1(0) = {z € C: |z| < 1} und fiir alle z € B1(0) gelte
|f(2)| < 1=p;- Zeigen Sie fiir alle n € N und alle r €]0,1]
|
iy < "
0 <

und folgern Sie
[FO)] <e-(n+1)

Losungsvorschlag:

a)

Nein, diese gibt es nicht. Ist f : Bj14(0) holomorph, so gilt f(z) = Z i )(0) 2",

wobei der Konvergenzradius dieser Reihe wenigstens 1 + a betrégt. Insbesondere
miisste die Reihe fiir 2 = 1 + ¢ absolut konvergieren. Es gilt aber
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und die Reihe auf der rechten Seite divergiert nach dem Wurzelkriterium, da
lim 4 (14;# = 1+ § > 1ist. Dabei wurde die Positivitédt des Integranden (keine

n—oo

Betriige) und die Konvergenz von /n — 1 fiir n — oo, sowie die Stetigkeit von
x — ¥ auf (0,00) um den Grenzwert zu berechnen, der mit dem Limes superior
iibereinstimmt. Nach dem Minorantenkriterium divergiert also die Taylorreihe fiir
z =1+ § und eine solche Funktion f existiert nicht.

Nach der Taylor-Formel gilt f((0) = nl;- L 1) 4z fiir alle r €]0,1], Wobei Vo :
[0,27] — C, t — re™ ist. Lings diesen Weges ist |z| = r und daher |f(2)| < = |Z‘ =

ﬁ. Mit der Standardabschitzung erhalten wir, unter Benutzung, dass |v,.| = 27r

die Lénge der Kurve 7, ist, die gesuchte Abschéitzung
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fir alle n € Ny und r €]0,1][.




Da diese Ungleichung fiir alle r» €]0,1] giiltig ist, bestimmen wir I}Elilr[l —Tn(’lﬂ_r). Die
Funktion g : (0,1) — R, g(r) := % ist differenzierbar mit ¢'(r) = _"!(":;:(11__(;;;1)7"").

Fiir n € Ny ist die eindeutige Nullstelle der Ableitung ro = ;%5. Da ¢'(r) < 0 fiir

r < round ¢'(r) > 0 fir r > rq gilt, handelt es sich bei 7y um die Minimalstelle und

bei g(rg) = W um das globale Minimum von g.
n+1 n+1

Wir formen den letzten Term um und erhalten

g(re) = (”+ 1)n(n—|— 1) = (1+ %)n(wr L.

n
Es ist bekannt, dass die Folge z, := (1 + %)" streng monoton wichst und gegen
sup z, = lim x,, = e konvergiert. Dementsprechend kénnen wir den ersten Faktor
neN n—o0

uniform gegen e abschitzen und erhalten | ™ (0)] < g(ry) < e-(n+1)! wie erwiinscht.

J.F.B.



