Frithjahr 07 Themennummer 3 Aufgabe 1 im Bayerischen Staatsexamen
Analysis (vertieftes Lehramt)

(Zwei Kurzaufgaben zur Funktionentheorie)
Beweisen Sie:

a) Hat eine nicht konstante holomorphe Funktion f : C — C die Perioden w; € C und
wy € C - d. h. es gilt stets f(2) = f(z +w1) = f(2 + wa)-, so sind w; und wy linear
abhéngig iiber R.

b) Fiir jede nicht konstante holomorphe Funktion f: C — C ist f(C) dicht in C.

Loésungsvorschlag:

a) Angenommen w; und wy wéren linear unabhéngig, dann kénnte man jedes z € C als

z = aw; + bwe mit a,b € R schreiben. Dann ist f(z) = f((a— |a])wi + (b— |b])w2 +
la]wi + [b]we) = f((a— |a])wr + (b— |b])w2), da |a], |b] € Z sind und induktiv
f(2) = f(z + kywy + kowo) fiir alle kq, ko € 7 gezeigt werden kann.
Die Menge @ := {swi+tws : 0 < s, < 1} C Cist nicht leer und kompakt, also ist | f|
als stetige Funktion beschriankt auf ¢) und somit auch auf C. Ist ndmlich |f(z)| < ¢
fir z € @ so finden wir fiir allgemeines w € C ein w’ € Q mit |f(w)| = |f(w')| < ¢
(sieche oben). Also ist f beschrankt und ganz, also konstant nach dem Satz von
Liouville, ein Widerspruch.

b) Sei f(C) nicht dicht, dann gibt es ein w € C und ein § > 0 mit |f(z) —w| > 0 fiir

alle z € C. Die Funktion g : C — C,g(z) := m ist dann ganz und beschrankt
gegen £, also konstant g(0) € C\{0} nach dem Satz von Liouville. Dann folgt durch

Umstellen f(z) = w — ﬁ fiir alle z € C, also ist f konstant.

J.F.B.



