Frithjahr 07 Themennummer 2 Aufgabe 3 im Bayerischen Staatsexamen
Analysis (vertieftes Lehramt)

Betrachten Sie die Mobius-Transformation

Z—1

f) =

a) Zeigen Sie, dass f : C\{—i} — C\{1} biholomorph ist, und bestimmen Sie die
Umkehrabbildung g(z).

b) Beschreiben und skizzieren Sie die Hohenlinien |f(z)| =const von f.

Loésungsvorschlag:

a) Offensichtlich ist f holomorph und wegen
14+w

W — 1

fR)=w <= i) =c+i)w <= (W—1)z=—(14w)i <= z=

ebenso bijektiv mit Inversem g : C\{1} — C\{—i}, g(2) := ==,

12—

b) Natiirlich ist |f(z)] =0 <= 2z =i, und die Hohenlinie ist der Punkt i.
Weiter gilt |f(z)| =1 <= |z —i| =]z +1i] <= z € R, da die reelle Achse die
Symmetrieachse von ¢ und —i ist.
Sei nun 0 < ¢ # 1, dann setzen wir a :=

}fzz und stellen fest, dass a® > 1 ist, da

1-¢ 0<ec<l1
a?>1 & la|>1 <= 1+ >[1-cF = 20 ¢
cc—1, 1<c

was wegen 1 > 0 und ¢ > 0 also in jedem Fall erfiillt ist. Weiter formen wir fiir
z = x + 1y in Normaldarstellung dquivalent um:
[f(2) =c = |z +(y = 1)if* = |z + (y + )il
= 2P+ Y’ -2+ 1= + Y+ P2y +
—= 1-A*+(1-AyP-20+F)y=c>—1

c 1+ ¢
O<<:¢>1x2+y2—2y te = -1
1—¢?
= 2+ (y—a)P=a*—-1 < |z —ail| = Va® - 1L

Hier ist die Hohenlinie also ein Kreis mit Radius v/a? — 1 um Mittelpunkt ai, wobei

a = }fg ist. Wir skizzieren die Hohenlinie (blau) fiir ¢ = 1. Es ergibt sich a = 3

also ist der Mittelpunkt (griin) 2¢ und der Radius (lila) betrigt va? —1 =
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