
Frühjahr 07 Themennummer 2 Aufgabe 2 im Bayerischen Staatsexamen
Analysis (vertieftes Lehramt)

Welche Werte kann das Integral ∫
γ

dz

z(z − 1)

annehmen, wenn γ alle geschlossenen Integrationswege in C\{0,1} durchläuft?

Lösungsvorschlag:

Die Menge C ist offen und konvex, die Menge {0,1} ist endlich und auf C\{0,1} ist
f(z) := 1

z(z−1)
holomorph. Wir können geschlossene Integrationswege gleichmäßig

durch stückweise stetig differenzierbare Wege approximieren, dürfen also o. B. d. A.
voraussetzen, dass γ selbst stückweise stetig differenzierbar ist. Nach dem Residuen-
satz folgt dann, dass der Integralwert durch 2πi(Indγ(0) Resf (0)+ Indγ(1) Resf (1))
gegeben ist.
Beide Singularitäten sind Pole erster Ordnung (einfache Nullstellen des Nenners,
aber keine Nullstellen des Zählers). Nach der Polformel folgt Resf (1) = 1 und
Resf (0) = −1.
Da Indγ(·) ∈ Z ist, folgt, dass nur Werte 2πiz mit z ∈ Z angenommen werden
können. Zu jedem n ∈ N liefert γn : [0, 2πn] → C, t 7→ 1

2
eit den Wert −2πin und

Γn = 1 + γn den Wert 2πin. Zuletzt liefert τ0 = 2i + γ1 den Wert 0. Also sind die
gesuchten Werte genau die Zahlen 2πik mit k ∈ Z.
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