Frithjahr 07 Themennummer 1 Aufgabe 5 im Bayerischen Staatsexamen

Analysis (vertieftes Lehramt)

Sei f := p/q eine rationale Funktion und sei der Grad des Nennerpolynoms ¢ um 2
grofer als der Grad des Zahlerpolynoms p. Zeigen Sie, dass die Summe der Residuen
von f verschwindet, d.h.

ZRes(f;a) = 0.
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Loésungsvorschlag:

Wir schreiben p(z) = @, 2" +... 4+ a9, q(z) = bp2"+...4+by mit m = n—2,a,, # 0 # b,
und komplexen Koeffizienten a,y,, ..., aq, by, ..., bg. Sei fiir r > 0 die geschlossne,
glatte Kurve ~, : [0,27] 2 ¢t — re® € C definiert. Die Weglinge betrigt fiir
r > 0 immer 2rm. Sei @ := {z € C: ¢(z) = 0}, dann ist |Q| < n und Res(f;a) =0
fir a € C\Q.

Entlang der Spur des Weges gilt
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falls r > 0 so groB ist, dass |b,|r" > |bu_1|7"" " + ... + |by|r + |bo| ist, wobei dann
auch der Nenner nicht verschwindet. Wir folgern aus der Standardabschétzung
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firr oo, dam+1=n—1<nist.
Nach dem Residuensatz, den wir auf die offene, konvexe Menge C, die endliche
Nullstellenmenge @ von ¢, den glatten, geschlossenen Weg 7, und die auf C\Q

p(2)

holomorphe Funktion e anwenden, ist das angegebene Integral die Summe der

Residuen aller Singularitdten von

p(2)
q(z)’

solange r > maQX]a| ist, also gilt dann
ac

> Res(f;a) = > Res(f;a). Dieser Wert ist unabhéngig von r > 0 und konvergiert
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fiir r — oo gegen 0, muss also selbst konstant 0 sein.
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