Frithjahr 07 Themennummer 1 Aufgabe 3 im Bayerischen Staatsexamen
Analysis (vertieftes Lehramt)

(zwei Kurzaufgaben zur Funktionentheorie)

a) Zeigen Sie, dass eine auf C\{0} injektive holomorphe Funktion f keine wesentliche
Singularitdt in z = 0 hat.

b) Bestimmen Sie die Nullstellen der ganzen Funktion cos(z), z € C.

Losungsvorschlag:

a) Wir betrachten das Gebiet G := {z € C : |z — 2| < 1} auf dem f holomorph und

nicht konstant ist, sonst wére f nicht injektiv. Daher ist f(G) wieder ein Gebiet und
somit offen. Also ist f(1) ein innerer Punkt und es gibt ein § > 0 mit |z — f(1)| <
§ = z€ f(G).
Wiére 0 eine wesentliche Singularitéit, so giibe es nach dem Satz von Casorati in
R:={2¢€ C:0 < |z| <1} ein w mit |f(w) — f(1)] < 6. Insbesondere folgt
f(w) € f(G) und wegen der Injektivitit von f folgt w € G. Also ist w € GNR = 0,
ein Widerspruch.

b) Fiir z = x + 1y, (z,y) € R? gilt
cos z = cos(x+1y) = cos(x) cos(iy) —sin(x) sin(iy) = cos(z) cosh(y) —isin(x) sinh(y)
unter Verwendung des Additionstheorems fiir den Kosinus
cos(a + b) = cos(a) cos(b) — sin(a) sin(b)

und den Formeln
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Da eine komplexe Zahl genau dann 0 ist, wenn ihr Real- und Imaginérteil 0 sind,
gilt

cos(z) =0 <= cos(x) cosh(y )—O:sin(x) sinh(y)
(cosh(-) > 0 auf R:) <= cos(z) = 0 = sin(z) sinh(y)
(cos(z) =0 = sin(x) #0auf R:) <= cos(z) =0= smh( )
(Nullstellen von cos(+),sinh(-) auf R:) <= x = g + km, k€ Z,y=0.

Also sind die komplexen Nullstellen von cos genau die reellen Nullstellen genau die
Werte § + km mit k € Z.

J.F.B.



